Αδξιωματικοποίησή προβλημάτων µε χρήσ Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

Β λύση του προβλήματος του «σημείου του ΓΕΥΠΙάΙ», δήλαδή «να 
βρεθεί σημιείο Β του επιπέδου τέτοιο ὥστε το άθροισμα των 
αποστάσεων του Ρ απὀ τρία σημεία του 4, ΑΒ, [να εἴναι ελάχιστο», 
ὀήλαδή έτσι ὥστε 

α(Ρ, 4)-Γα(Β, Β)-Γα(Β, Γ)Ξ-ητήη, 
είναι δύσκολη στήν επἰπεδή ευκλείδεια γεωμετρία (θεώρημα του 
Πτολεμαίου κτλ), ή οποία πολλές φορές ὃεν εἴναι εφαρμόσιµή. 

Να λυθεί το πρόβλημα του σήµείου του ΕοΥΠΙαΙ µε χρήση τής μή 
ευκλείδειας γεωμετρίας του ταξιτζή, αν 4-3, 3), Β(4, 1), ΓΙ, -3) είναι 
οι γωνίες των οικοδομικών τετραγώνων µΊας πόλης που βρίσκονται 
τρείς βενζιναντλίες και Ρ το σήμείο που θέλουμε να γίνει το πλυντήριο 


αυτοκινήτων. Πόσο εἴναι το ελάχιστο ἀθροισμα; 


Λύση 

Η γεωμετρία του ταξιτζή είναι η γεωμετρία που εφαρµόζεται σε 
µια ιδανική «μπακλαβαδωτή» πόλη! ... 

Δηλαδή φανταζόµαστε, ότι υπάρχει µια πόλη όπου όλοι οι 
δρόμοι είναι οριζόντιοι (οδοί) ή κάθετοι (λεωφόροι). Τα οικοδομικά 
τετράγωνα, τα οποία είναι όλα ίσα μεταξύ τους, είναι τετράγῶνα και 
ως σηµεία θεωρούμε τις γωνίες των τετραγώνων. 

Αν θέλουµε να πάµε από σε ένα σηµείο Α σε ένα άλλο Β., που 
δεν ανήκουν στην δια οδό ή λεωφόρο, μπορούμε να κινηθούµε µόνο 


οριζόντια ή κάθετα. Έτσι δεν ισχύει πως η ελάχιστη διαδρομή είναι η 


ευθεία διότι δεν μπορούμε σε µια τέτοια γεωμετρία να διαγράψουµε 
ευθείες, όπως στην ευκλείδεια, αλλά µόνο τεθλασμένες γραμμές. Οι 
διαδρομές που μπορούμε να ακολουθήσουμε είναι πολλές και 
αναζητείται η συντοµότερη. 

Για να βρούμε την συντοµότερη διαδρομή. πρέπει να μετρήσουμε τον 
αριθµό των τετραγώνων που διανύουμε και να κρατήσουμε την 
διαδρομή µε τα λιγότερα τετράγωνα. Πρέπει να παρατηρήσουμε 


ωστόσο ότι και έτσι δεν υπάρχει μοναδική ελάχιστη διαδρομή 


Μαθηματικοποιώντας την παραπάνω περιγραφή. βλέπουμε πως 
αναφερόμαστε στο χώρο ὃ ο Προκειμένου ὠστόσο να μετράμε 
αποστάσεις, δεν χρησιμοποιούμε την ευκλείδεια μετρική. αλλά µια 
µατρική που ορίζουµε ὡς εξής: αν Α(Χα. γα). ΒίΧΗ. νη)ϊ ὃ”. 
ορίζουµε ὡς απόσταση των σημείων Α. Β τον µη αρνητικό αριθµό: 
(4. Β)- α͵ αρ Ἔι γη] (1). 


Πρέπει πρώτα να ελέγχουμε αν η (1) εισάγει µατρική στο ὃ ον Πρέπει 


α(4. Β)20θα αν νε/20 (. ισχύει) 


μα [αι -ανΞθ 
α(Α. Β)Ξ0Ξα κε) ΞΘΞ και νὰ και ο 
ον Ξ0 προ 


α(Δ 8 αχ, -μ ην, η Ξ αι ο) ην, ο) .. 


η νη-γιτά (Β Α) 


α(Α, Ί) τα; ΣΕ ΡΕ 
σα, τὰ Τα χα] Ἔ[λη ο Ἔ 2 -γ σλιι --ᾱρ] Ἔλκ --γ Ξα(ΔΑ. Β) 
Συνεπώς η ισότητα (1) εισάγει µια µετρική στο ὅ”, οπότε µε αυτή θα 


μετράμε τις αποστάσεις στον χώρο. Στο πρόβλημα λοιπόν έχουµε τρία 


σηµεία. τα Α(-3. 3). 


Β(4, 1). Τ(1. -2) που ανήκουν στο 3, και θέλουµε να βρούμε Ρ 
σηµείο ώστε το άθροισµα τῶν αποστάσεών του απότα Α. Β. Τ να 
είναι ελάχιστο. 

Παρατηρούμε ότι κανένα από τα Α. Β,. Γ, ανά δύο. δεν είναι στην ίδια 
οδό ή λεωφόρο. έχουν δηλαδή διαφορετικές τετμηµένες και 
τεταγµένες. 


Αρχικά θα δείξουμε ότιτο ζητούμενο σηµείο Ρ έχει τεταγµένη Υγ. 





Όλα τα σηµεία που βρίσκονται μεταξύ των ευθειών ει και ε2 έχουν 
σταθερό άθροισμα αποστάσεων από αυτές, ίσο µε την κατακόρυφη 
απόσταση ἆν(4, Ι7, ενώ τα σηµεία που είναι εκτός της ζώνης των 
ευθειών ει καὶ ε2, έχουν μεγαλύτερο άθροισμα από την ἅν(4, Γ). Ἆρα 
το σηµείο Ρ που αναζητούμε πρέπει να είναι μεταξύ των ευθειών ει 
και ε2. 

Πράγματι, αν το Ρ τέτοιο ώστε: ν/2γρΡόγγπροςτις τεταγµένεςτους 


έχουμε 


μονο 


οπότε ἆ,(Α. Β)γα,(Ῥ. Τ) 
20 


ο 


να νε] [ν-- νε) δαν ενα -- 2η) ἆνίΑ,ΙΓ) 
Επίσης παρατηρούμε οτι τα σηµεία ΄εκτός᾽ της ζώνης των ευθειών ει 
και ε2 δίνουν μεγαλύτερο άθροισµα στις διαφορές τεταγµένων. Έστω 
λοιπόν το Ρ’ σετέτοια θέση ώστε να ισχύει Υρ’΄ΣΥα2ΣΥΓ. οπότε θα 


έχουμε: 


(Β΄, Α) -ά(Ρ’, Γης -νκΕν να 


Ξ2ν- ή γλ- 


Θα δείξουμε οτι για κάθε σηµείο Β(ὰΡ, γρ) µε -3«γ, «3 το άθροισμα 
α,(Γ, 4) τα (9,8) γα (1. Τ) γίνεται ελάχιστο αν και µόνο αν Υγ-Ι. 
δηλαδή το Ρ ανήκει στην οριζόντια ευθεία ε2:ΥΞ] που διέρχεται απὀ 


το Β. 


Πράγματι έστω Β(4Ρ, Υ;) και Ο(Χ νγ σηµεία του επιπέδου τέτοια 


ώστε -ὂ- νΞ32 καιγρς]. Τότε: 


α,(Β, 4)--ἄ(Ρ. Β)--ᾱ,(Ρ, Γ)ξην, --α[Ι--"ρ--ρε]Ξ 
ᾱ,(4, καί, Ώ,--- 


α,(Ο, 4) γάμο, 8) τά,(Ο, Τ) 


Δηλαδή (5, 4)-α,(Ρ, Β) ά,(Ρ, Γ)κά(Ο, 4)-κα,(Ο, Β) (0, Γ) 


Συνεπώς το Ρ πρέπει να ανήκει στην ευθεία ε2:ΥΞΙ, δηλαδή πρέπει 
γρ 
Με αντίστοιχους συλλογισμούς, θα προσδιορίσουμε την τετμηµένη 
του Ρ. 

Ελέγχοντας τις τετμηµένες των σημείων Α. Β. Γ βλέπουμε πως για το 
Γ ισχύει: 

ΧΑ ΧΓ«ΧΕ. οπότετο Ρ στην ζώνη των ευθειών ΧΞ-3 και χξ4 και 
συγκεκριµένα θα έχει ίδια τετμηµένη µε αυτή του Γ. Άρα χρξ[. 
Βρήκαμε λοιπόν πως το σηµείο Ρ θα έχει συντεταγμένες Ρ(1. 1). 
Οπότε αν υπολογίσουμε το άθροισµα τῶν αποστάσεών του από τα 


σηµεία Α. Β. Γ θα έχουµε: 
ἄ{5, Α)--α(», Β) γα) ταν πλ) Ἡρη γλ) λε ταν) 


ον 2 Ἔαρ -ᾱρ γρ γη - 


ι--(-2)-1--3ηί--4Ι--ᾖ η --ᾗ-Ι--(-2)Ξ4--21-31-4 313 
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